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LES GROUPES co-STABLES DE RANG FINI

BY

DANIEL LASCAR

Abstract. We prove that a group G which is w-stable of finite Morley rank is

nonmultidimensional. If moreover it is connected and does not have any infinite

normal abelian definable subgroup, then it is isomorphic to n Ttt/K, where the //,

are ux-categorical groups and AT is a finite group.

I. Introduction. 1. Les groupes co-stables de rang fini sont une enigme pour le

theoricien des modeles. On en connait un certain nombre, a savoir des groupes

algebriques sur un corps algebriquement clos, certains groupes commutatifs (on sait

exactement lesquels), et d'autres, construits par produits a partir des precedents. La

question est alors: y en a-t-il d'autres?

Ceci n'est qu'un article de plus sur le sujet, faisant suite aux travaux de Macintyre,

Baur, Zilber, Cherlin, Poizat, Berline, Thomas pour ne citer que les plus importants.

La strategic habituelle est de definir dans ces groupes des notions qui generalisent les

notions classiques de geometrie algebrique, et d'etendre aussi les theoremes. Les

exemples les plus frappants sont peut-etre l'existence de la composant connexe [Ch],

celle des types generiques [PI], et le theoreme d'indecomposabilite de Zilber. Les

outils empruntes a la theorie des modeles sont essentiellement des outils combina-

toires (par exemple proprietes de chaine pour les sous-groupes definisables), et la

relation d'independance (forking en anglais) et ses corollaires dont l'existence d'un

rang se comportant comme la dimension en geometrie algebrique. On va ici utiliser

l'ordre de Rudin-Keisler, qui est l'outil servant a classifier les modeles d'une theorie

co-stable.

II est impossible dans cette introduction d'entrer dans les details (voir [LS2 ou

Shi] pour plus de details). Disons simplement que les modeles d'une theorie co-stable

se laissent quelquefois classifier, quelquefois non. Quand ils se laissent faire, e'est par

quelque chose qui ressemble a un arbre de cardinaux. Dans le cas le plus simple,

celui des theories bornees (nonmultidimensonal theories en anglais) il suffit, pour

decrire completement un modele de se donner un nombre denombrable de cardinaux.

Le cas des theories N j-categoriques correspond par exemple au cas ou ce nombre

denombrable est reduit a un. On va montrer ici qu'une theorie de groupe de rang fini

est toujours bornee, et de plus qu'un ensemble fini d'invariants suffit pour en

classifier les modeles (§111).
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L'autre idee qui va etre exploitee dans les §§IV et V c'est que deux sous-groupes

de G qui, intuitivement, correspondent a des invariants differents, commutent. On en

deduira par exemple qu'un groupe n'ayant pas de sous-groupe normal abelien infini

est, a tres peu pres, le produit de groupes K,-categoriques. On verra aussi qu'un

groupe a toujours un sous-groupe abelien de sa cardinalite.

Malgre ce qui a ete dit, l'ordre de Rudin-Keisler n'apparait explicitement nul part

dans cet article, bien que le lecteur pour qui il est familier le reconnaitra en maint

endroits. En fait, les preuves se font tres bien un terme de paires de Vaught. Le

lecteur doit-etre reconnaissant a Mme Berline dont les conseils m'ont amene a cette

presentation et qui a ainsi considerablement allege les connaissances prealables

requises.

2. Les connaissances requises sont les suivantes: en plus des notions de bases de

theories des modeles, il faut connaitre le "forking" en stabilite, comme on peut le

trouver dans [LP]. On utilise aussi les formules fortement minimales introduites par

Marsh [M]. On trouvera les informations necessaires dans [LS2, Chapitre VII]. On

utilise aussi la notion d'orthogonalite, mais il n'y a guere que la definition qui soit

indispensable: deux typesp et q de SX(M) sont orthogonaux si pour tout M' > M et

pour tout a et b realisant respectivement les heritiers de p et q sur M', a et b sont M'

independants. Ceci est decrit dans le debut de [LSI].

Pour les groupes, en plus des conditions de chaines et de l'existence de la

composante connexe (voir [Ch et P2]) on n'utilisera que le theoreme d'indecom-

posabilite de Zilber [Z]:

On dit qu'un ensemble A dans un groupe G est indecomposable si pour tout

sous-groupe definisable H de G, A/H est infini ou reduit a un seul element. Le

theoreme de Zilber affirme que si (At; i e /) est une famille de sous-ensembles

definissables de G qui est co-stable de rang fini, qui tous sont indecomposables et

contiennent l'element neutre, alors le sous-groupe H' qu'ils engendrent est definissa-

ble et indecomposable. De plus, une sous-famille finie de (At; i e. I) suffit a

engendrer H'.

Ce theoreme permet de montrer la definissabilite de certains sous-groupes. En

particulier le groupe derive G' (engendre par Fensemble des commutateurs

[aba'xb~l; a, b e G}) d'un groupe connexe G est definissable.

3. Conventions et notations. Comme il est maintenant d'usage on travaillera dans

un modele fy si grand et si sature que toutes nos constructions s'y feront a l'interieur.

Ainsi modele veut dire sous-structure elementaire de °U et sous-ensemble definissable

veut dire sous-ensemble definissable avec parametres dans <%. On travaillera dans

Teq, c'est a dire que si R est une relation d'equivalence sur <2r", definissable, <%"/R

sera considere comme un sous-ensemble definissable.

A partir de la troisieme section, on considerera un groupe G interprete dans la

structure °U. Cela veut dire que G est un sous-ensemble definissable, et que la loi de

groupe est aussi definissable. II est a remarquer que les sous-ensembles definissables

de G le sont en utilisant tout langage, qui peut etre bien plus riche que (0, ■).

On confondra le plus souvent un ensemble definissable avec la formule qui le

definit. Ainsi un sous-groupe de G sera une formule H(v0) dont l'interpretation est
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un sous-groupe de celle de G. On pourra ainsi parler de sous-groupe abelien, normal,

etc. Le lecteur ayant besoin d'eclaircissements peut se reporter aux premieres

sections de [BL].

Si <p(v0) est une formule et M un modele, on note <p[M] — {a e M; M 1= cp(a)};

si <p(v0, y) est une formule et a une suite de parametres, alors <p[M, a] = [b <= M;°U

\=<p(b,d)}.

Le rang de Morley est designe par RM; la cardinality d'un ensemble X par \X\; si

G est un groupe et X cz G, alors le centralisateur de X dans G, {y e G; Vx e X

xy = yx} est denote par CX(G).

II. De la pure theorie des modeles. On va introduire ici un ordre sur les ensembles

definissables qui remplacera l'ordre de Rudin-Keisler sur les types. Dans les cas

simples auxquels on aura a faire par la suite, cela nous suffira pour obtenir une

classification des modeles de notre theorie. Notons que Lachlan [La] a aussi

introduit un ordre de Rudin-Keisler sur les ensembles definissables, mais ce n'est pas

le meme qui sera etudie ici.

La theorie T est ici supposee co-stable.

1. Definition. Soient <p(v0) et ty(v0) deux formules. On dit que cp est inferieure a

ty, et on note cp < ty si pour tout modele M contenant les parametres de ep et ty,

\<p[M]\ < |*[M]|.
On ne s'interessera ici qu'aux formules infinies (c'est a dire telles que ep[M] soit un

ensemble infini pour tous modeles M contenant les parametres de <p). Si ep < ty et

ty < cp, on dira que rp et ty sont — -equivalentes, et on notera <p ~ ty.

2. Proposition. Soient cp et ty deux formules infinies. Alors les conditions suivantes

sont equivalentes.

(i) ep < ty (la negation de cp < ty).

(ii) 77 existe M contenant les parametres de ep et ty, et M' > M tels que ty[M] =

ty[M']et<p[M'}* <p[M].

(iii) // existe un modele M0 denombrable contenant les parametres de cp et ty tel que

pour tout Mx > M0, il existe M2 > Mx avec <p[Mx] =£ <p[M2] et ty[Mx] = ty[M-f\.

(iv) II existe un modele M contenant les parametres de ep et ty et p e SX(M) avec

ep(x) e/? oit p est non algebrique et orthogonal a tout type q de SX(M) contenant

ty(x).

Preuve. Le fait que (i) implique (ii) est facile: il suffit d'appliquer le theoreme de

Lowenheim-Skolem. Pour (ii) -» (iii) on utilisera le lemme suivant, dont on trouvera

une demontration dans [LSI, Proposition 3.5] par exemple.

2.1. Lemme. Soient M < M', p e Sx(M), p' son heritier a M', a un point realisant

p' et Mx et M{ les modeles premiers respectivement sur M U {a} et M' U {a}. Si

ty(v0) est une formule a parametres dans M, on a ty[M] = ty[Mx] si et settlement si

ty[M'\ = ty[M{].

Supposons (ii), et soit a e ep[A/'] - M. Posons p = t(a/M), et Ma < M,

denombrable, contenant les parametres de ep et de ty et tel que p soit l'heritier de sa

restriction a M0. Soit maintenant Mx > M0. On prendra M2 un modele premier au
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dessus de Mx U {a} oil a est une realisation de l'heritier de p sur Mx. II est alors

facile de voir, grace au Lemme 2.1, que les conditions de (iii) sont satisfaites.

Si la condition (iii) est verifiee, on peut construire, par iteration un modele

M > M0, oil ^[M] = ^[M0] et est done denombrable, et |<p[M]| = Sx, ou meme a

une cardinality arbitraire fixee a l'avance. Ceci montre que (iii) -» (i).

Voyons pourquoi (iv) -> (ii). Si M et p sont comme dans (iv) et si M' est premier

au dessus de M U {a} oil t(a/M) = p, alors pour tout b e M' - M, t(b/M U {a})

est isole. Or t(b/M) n'est pas isole, ce qui implique que b et a ne sont pas

M-independants (voir [LP, Theoreme 5.12] par exemple). Done ty(x) £ t(b/M), ce

qui montre bien que ty[M] = ty[M'].

Pour finir (iii) -> (iv): prenons M contenant les parametres de ep et ty et M' > M

tel que ep[M] # ep[Af'] et ty[M] = ty[M']. Soient a e <p[M'] - M et p = t(a/M).

Supposons qu'il existe a e SX(M), avec ty(x) e a et p et a non orthogonaux. On en

a done une realisation b non M-independante avec a, ce qui veut dire qu'il existe une

formule \(vo, vi) a parametres dans M telle que t= x(a, b), mais pour tout m e M

t= —, x(a, m)- Done

\=3o0[ty{v0) AX(a,v0)].

Cette formule est encore vraie dans M', et on trouve done b' e ^[A/'] avec

M' 1= \(a, b'). Mais on a vu que ceci entraine que b' £ M, ce qui contredit les

hypotheses.    □

On deduit alors facilement

3. Corollaire. Soient ep et ty des formules infinies a parametres dans M et K un

cardinal. Si cp < ty, il existe M' > M ou \ty[M']\ = \ty[M]\ et |<p[M']| > K. Si

ep < ty et ty < ep et si K et K' sont deux cardinaux superieurs ou egaux a\M\, alors il

existe un modele M' > M oit\<p[M]\ = Ket ty[M] = K'.

Dans le cas oil ep < ty et ty < ep, parce que Ton peut fixer independamment les

cardinalites de cp[M] et de ^[M], on dira que ep et ty sont independantes.

4. Definition. On dit que la formule <p(v0) est N,-categorique si elle est infinie et

minimale pour l'ordre < parmi les formules infinies.

La terminologie est justifiee par le fait que la formule v0 = v0 est Sj-categorique si

et seulement si la theorie T est Srcategorique. En effet, dire que v0 = v0 est

Sj-categorique veut exactement dire qu'il n'existe pas de paire de Vaught pour T, et

il est bien connu que, pour une theorie co-stable, cette propriete est equivalente a

l'aleph-un categoricite.

5. Proposition. Les formules fortement minimales sont #x-categoriques.

Preuve. Soient ep(u0) une formule fortement minimale ty(v0) une formule infinie

telle que ep < ty, toutes deux a parametres dans un modele M. On va montrer que

ty < ep.

En effet, il n'y a qu'un seul type p e SX(M) non algebrique et contenant <p(x).

Par 2(iv), ce type est orthogonal a tout type contenant ty(x). Soit a un tel type non

algebrique. Ce type est a tour orthogonal a tout type de SX(M) contenant <p(x):

toujours par 2(iv), ty < ep.    □

Dans une theorie co-stable, toute formule contient une formule fortement minimale.
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5.1. Corollaire. Les formules Nx-categoriques sont exactement celles qui sont

~ -equivalentes a une formule fortement minimale.

On laisse au lecteur le soin de montrer la propriete suivante:

5.2. Proposition. Une formule <p(i>0) est S x-categorique si et seulement si pour tout

M contenant les parametres de ep et p, q e SX(M), non algebrique et contenant cp(x),p

et q ne sont pas orthogonaux.

6.1. Remarquons encore que les resultats de Combase [Co] montrent aisement

qu'une formule S,-categorique a un rang de Morley fini.

6.2. Si cpj et ep2 sont deux formules Sj-categoriques, il n'y a que deux possibilites:

ou bien elles sont --equivalentes, ou bien elles sont independantes. Si <px, ep2,... ,epn

sont des formules S^categoriques deux a deux non --equivalentes, alors elles sont

vraiment independantes dans leur ensembles, en ce sens que si Kx, K2,...,Kn sont

des cardinaux infinis arbitraires, il existe un modele M, contenant tous les parametres

requis, tel que |ep,[M]| = Kjpouxi = 1,2,...,n.

7.1. On va maintenant utiliser cette etude pour classifier, a isomorphisme pres, et

sous certaines conditions, les modeles de T. II est a noter que ces conditions sont

necessairement trop restrictives: on peut tres bien avoir la situation suivante M < M',

M # M' (et meme M non isomorphe a M') alors que pour toute formule N,-

categorique, ep, a parametres dans M, <p[M] = <p[M']. Ce n'est done pas en donnant

des renseignements sur les ensembles ep[A/] que Ton arrivera a determiner le type

d'isomorphisme de M. Mais il y a pire: la situation que Ton vient de decrire peut tres

bien se produire avec des theories T bornees, et meme n'ayant qu'un nombre fini (en

fait 2 suffisent) de dimensions, pour lesquelles une classification tres convenable

existe. Autrement dit, cette approche est vraiment tres particuliere.

Mais peu importe si elle fonctionne simplement dans le cas des groupes de rang

fini.

7.2. L'hypothese, que Ton montrera etre vraie dans le cas des groupes co-stables de

rang fini est la suivante:

(*) II existe des formules q>x, ep2,... ,ep„ a parametres dans le modele premier M0,

fortement minimales, deux a deux independantes, et telles que pour tout M0 < M 4,

M' il y a un entier i entre 1 et n tel que <Pi[M] # ep,[A/'].

Soit A Pensemble (fini) des parametres apparaissant dans les ep,. Si M > M0,

appelons Dim,(A/) la cardinalite d'une A-hase de (p;[M], c'est a dire d'un sous-en-

semble de <Pi[M], algebriquement independant sur A et maximal pour ces proprietes.

II est classique que Dim,(M) est bien definie (deux A -bases ont meme cardinalite),

et que la donnee des Dim,(A/) determine M: si M' > MQ et si Dim,(A/) =

Dim,(M') pour tout i, alors M et M' sont isomorphes.

Un probleme un peu plus delicat est la reciproque: si M et M' sont isomorphes,

est-ce que Dim,(M) = Dim,(M') pour tout /? Contrairement aux theories Sr

categoriques (cas n = 1, Theoreme de Baldwin-Lachlan), ceci n'est pas toujours vrai;

voir les sections sur les theories bornees dans [Shi], Chapitre IX ou [LSI], Chapitre

X.
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III. Les groupes de rang de Morley fini n'ont qu'un nombre fini de dimension. Le

but de cette section est de montrer qu'une theorie de groupe de rang de Morley fini

satisfait l'hypothese (*) du section precedente. On verra que le nombre de formules

fortement minimales independantes est en fait inferieur a aT.

1. Definition. On dit que H(v0) est un sous-groupe normal minimal de G si c'est

un sous-groupe normal infini de G ne contenant proprement aucun sous-groupe

normal infini de G.

Supposons que H soit un sous-groupe normal infini a parametres dans un modele

M, et qu'il n'y ait aucun sous-groupe propre de H, definissable dans M et qui soit a

la fois infini et normal dans G. Je ne vois pas de raison a priori qui fasse que H soit

un sous-groupe normal minimal: il n'est pas interdit, pour un eventuel sous-groupe

H' d'utiliser des parametres dans une extension elementaire de M. En utilisant le fait

que le rang est fini, on va montrer que H est bien normal minimal. Si on suppose

que M est N0-sature, il Test de toute facon.

Le theoreme suivant n'est qu'un remake d'un theoreme de Zilber.

2. Theoreme. Supposons que H est un sous-groupe normal minimal de G. Alors H

est X x-categorique.

Preuve. Soit cp(v0) a H(v0) une formule fortement minimale, et M n'importe

quel modele contenant a la fois les parametres de ep et de H(etdeG). On va

montrer qu'alors |ep[A/]| = |//[M]|, et cela suffira.

On va d'abord constuire une formule ep' c ep, infinie (done cp - ep' fini et |ep[A/]|

= |cp'[M]|), avec ep' indecomposable. On remarque que si G0 est un sous-groupe de

G, alors pour que <p/G0 soit finit il faut et il suffit qu'une des classes modulo G0

coupe ep suivant un ensemble infini. Choissisons done un groupe G0 tel que ep/<J0 est

fini, et G0 minimal pour cette propriete. Un tel groupe existe par co-stabilite. Soit

a e G tel que ep' = cp n aGQ soit infini. Je dis que ep' est indecomposable: supposons

que Gx est un sous-groupe de G et que cp'/G, est fini, alors <p/Gx est aussi fini

(ep — ep' est fini), et si a'Gx est la classe telle que ep n a'Gx soit infini, alors

ep n aG0 n a'Gx est aussi infini, et inclus dans une seule classe modulo G0 n G,, ce

qui montre que <p/G0 n Gx est fini, et par minimalite, G0 c Gx.

Donc|ep'/G,| = 1.

Soit a e ep'. Alors ep" = a_1cp' est fortement minimale, incluse dans H, indecom-

posable et contenant e. Pax le theoreme d'indecomposabilite [Z], le sous-groupe

normal de G engendre par ep" est definissable, done egal a H par minimalite de

celui-ci, et egal au produit d'un nombre fini de conjugue de ep" ou de tp"-1. Par

consequent |//[M]| = |ep"[M]| = |cp[M]|, comme on le voulait.    □

3. Soit M un modele N0-sature, et H0, //,,...,Hn une suite strictement croissante

de sous-groupes, connexes normaux dans G. Pour toit / = 0,...,«- 1, on voit alors

que RM(7/,) < RM(//;+1) et done la suite considered est necessairement de longeur

inferieure ou egale a txT. On peut done choisir une telle suite maximale. Dans ces

conditions H() = {e}, Hn est la composante connexe de G, et pour tout i = 0,... ,n

— 1, Hj + X/Hi est un sous-groupe normal minimal de G//7,. Pour le theoreme

precedent toutes les formules Hl + X/Hl sont X,-categoriques (rappelons que Ton
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travaille dans Teq). Pour simplifier, appelons ty; la formule Hi+X/Ht. Les formules %

ne sont pas necessairement independantes (voir plus loin), mais on peut toujours en

extraire une famille independante.

On peut remarquer que la cardinalite de G[M'] est exactement egale a la plus

grande des cardinalite des tyt[M'], pour tout modele M' contenant M. Ce qui

montre que G(v0) est --equivalent a V"~o tyt(v0) (Corollaire 3, §11). En particulier,

si <p est une formule N rcategorique incluse dans G, alors il existe un /' entre 0 et

n — 1 tel que ep est - -equivalente a tyt (§11, 6, 2).

On va pouvoir montrer maintenant que Ton peut choisir les groupes i?„ et done

les formules tyt, a parametres dans le modele premier. Pour cela on va montrer un

lemme qui n'est rien d'autre qu'un avatar du fait bien connu que les theories bornees

n'ont pas la propriete du recouvrement fini.

4. Lemme. Pour toute formule <p(v0, y) c G il existe un entier n tel que pour toute

suite de parametres a de longueur convenable pris dans un modele M, V ensemble

<p[M, a] est soit de cardinalite inferieure a n, soit infini.

Preuve. Supposons le contraire et choisissons un modele M S 0-sature, dans lequel

on a done pu trouver des groupes Hi et des formules tyt ayant les proprietes decrites

au paragraphe 3. Toujours parce que M est S0-sature, pour chaque n il existe

dn G M tel que ep[M, an] est fini mais de cardinalite superieure a n. Soit M' > M tel

que pour chaque i ty^[M'] + ty\M\, ei faisons une ultrapuissance de M' par un

ultrafiltre non principal <2Csur co. On obtient N' = M"*/Ql, N = M"/<% < N', et a la

suite de N, correspondant a la suite (dn, n e co). L'ensemble <p[N, a] est alors infini,

et egal a <p[N', a]; en revanche, pour chaque i tyj[N'] # ^-[/V].

Cette situation est impossible: en effet y(v0, a) contient une formule ep'(u0) a

parametres dans N fortement minimale qui, on l'a vu doit etre - -equivalente a l'une

des ty;. D'oii <p(v0, a) > tyf. contradiction avec §11, 2(ii).    □

5. Soient maintenant M un modele quelconque et H un sous-groupe normal de G,

a parametres dans M, mais ne possedant aucun sous-groupe propre, definissable a

parametres dans M, qui soit infini et normal dans G. On va montrer que H est

normal minimal.

En effet, supposons que <p(v0, a) avec a e M' > M soit une formule definissant

un sous-groupe propre de H, infini et normal dans G. Par equivalence elementaire,

pour chaque entier n il existe dn e M tel que <p(v0an) definisse un sous-groupe

propre de H, normal dans G et ayant au moins n elements. Par le Lemme 4, l'un des

groupes <p(v0, dn) est en fait infini, contredisant notre hypothese.

Cela montre que les groupes H, du paragraphe 3 peuvent etre pris a parametres

dans le modele premier. On peut de plus trouver dans chaque formule ty, une

formule ep;, toujours a parametres dans le modele premier qui ne peut pas etre

scindee en deux sous-ensembles infinis par une formule a parametres dans le modele

premier. Par un raisonnement analogue a celui que Ton vient de faire, ces formules

q>i sont en fait fortement minimales.

On obtient en conclusion.
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6. Theoreme. La condition (*) de la section precedente est verifiee pour les groupes

u-stables de rang fini.

6.1. Remarque. II faut se garder de croire que le nombre de dimensions est

exactement egal a l'entier n, autrement dit que les formules tyt sont necessairement

deux a deux independantes. Un contre exemple est simplement (Z/4Z)10.

7. Supposons que Ton a a faire a un corps K co-stable de rang fini. On va montrer

que dans ce cas il n'y a qu'une seule dimension, autrement dit que T est N,-

categorique. Ce n'est evidemment pas nouveau si on se place dans le cas oil le

langage se reduit a (0,1, +, •).

Soit <p(v) une formule fortement minimale que Ton peut supposer, comme dans la

preuve du Theoreme 2 indecomposable (pour la structure additive) et contenant 0. II

en est de meme de acp = 3co(ep(co) A v = aco) pour tout a ¥= 0. Le sous-groupe

additif H engendre par U{aep[/k"]; a ^ K} est done definissable et, toujours comme

dans le Theoreme 2, Sj-categorique. Mais il est clair que H est un ideal de K, done

est egal a K.

IV. Les groupes semi-simples. On a vu que dans un groupe de rang de Morley fini,

il y a des sous-groupes N^categoriques. La proposition suivante affirme que deux

tels sous-groupes s'ils ne sont pas - -equivalents et s'ils sont connexes, commutent

necessairement.

1. Proposition. Soit H un sous-groupe connexe de G Hx-categorique. Alors le

sous-groupe normal engendre par H est aussi S x-categorique. D' autre par si Hx est un

autre sous-groupe connexe X x-categorique et H et Hx sont independants, alors H et Hx

commutent.

Preuve. On a deja vu comment le theoreme d'indecomposabilite montrait que H

et le sous-groupe normal qu'il engendrait avaient la meme cardinalite. Cela montre

done la premiere partie de la proposition.

Ce meme theoreme montre que le groupe J engendre par les commutateurs

hh'h'lh'~l avec h t= H et W <= Hx est definissable et connexe. Supposons, pour

obtenir une contradiction qu'il ne soit pas reduit a {e?}, done qu'il soit infini. Ce

groupe est en fait engendre par les Hw = {hh'h~lh'~x; Ae//} lorsque les h' varient

dans Hx. II est done en fait engendre par un un nombre fini d'entre eux, et puisque

\Hh,\ < |f/|, |./| < |H|, et comme H est Xrcategorique,/ Test aussi et est --equivalent

a H. Mais on aurait de meme que J est - -equivalent a Hx, ce qui est contradictoire.

2. On pourrait esperer montrer que nos groupes se decomposent en un produit de

sous-groupes Nrcategoriques. Les groupes abeliens font obstacle a cette decomposi-

tion. On s'en debarasse en considerant des groupes semi-simples.

2.1. Definition. Un groupe G est semi-simple s'il n'a aucun sous-groupe normal

abelian infini.

2.2. On remarque que si G est definissable a parametres dans M, pour verifier qu'il

est semi-simple, il suffit de s'assurer qu'il n'y a aucun sous-groupe normal infini

abelien a parametres dans M.

2.3. Si G est un groupe de rang de Morley fini, il possede un sous-groupe normal

connexe resoluble de rang maximum disons G0. Dans ce cas G/G0 est semi-simple.
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3. Proposition. Soit G un groupe semi-simple connexe. Alors il existe des

sous-groupes normaux, connexes Hx, H2,.. . ,77„ (n < aT) tels que

(1) Chacun des 77, est X x-categorique.

(2) Les 77. sont 2 a 2 independants et commutent deux a deux.

(3)G = HXH2.H„.
(4) Pour tout i = 1,2,...,n si Gt est le sous-groupe engendre par U{ Hf, 1 < j < n et

j # /}, G, n H)est fini.

(5) G est isomorphe anuj<„ H^K oil K est un groupe abelien fini.

Preuve. II est d'abord clair que (4) decoule de (1) et (2). En effet |G,| = sup{ \Hf; i

+ j} et puisque 77, est X,-categorique, si G, n 77, est infini, alors \G, n 77,| = |77,|.

Mais ce n'est pas possible car on peut tres bien trouver un modele oil les Hj, pour

j =t= i sont denombrables et 77, non denombrable (§11, 6). Aussi, (5) a partir de ce qui

precede n'est qu'un fait elementaire de theorie des groupes.

Soit (K0, Kx,...,Kn) une suite strictement croissante de sous-groupes normaux

connexes de G, cette suite etant maximale. La encore, chacun des Kl+X/Kt (I =

0,..., n — 1) est X rcategorique.

On construit par induction sur / une famille finie 3ft= {Hf i <= 7,} de

sous-groupes de Kh definissables connexes et normaux dans G (en fait ce sont des

sous-groupes caracteristiques de Kf), possedant les proprietes (1) et (2) et engendrant

K,

Pour / = 0, il suffit de prendre^ = {K0}. Pour / + 1, il convient de distinguer

deux cas, suivant que Kl+X/K, est independant avec chacunes des formules 77/ ou

non. Pour chacun des deux cas, on utilisera le lemme suivant.

3.1. Lemme. Supposons que G soit un groupe connexe, Gx un sous-groupe normal de

G, et G/Gx Xx-categorique non inferieur a Gx. Alors G/Gx < CC(GX) (le cen-

tralisateur de G, dans G) et si H est la composante connexe de CG(GX), G = H ■ Gx. Si

de plus G est semi-simple, H - G/Gx, et est done X x-categorique.

Preuve du lemme. Posons G2= G, • H; G2 est un sous-groupe definissable

normal de G, et puisque G est connexe, si G2 ¥= G, G/G2 est infini. Comme

manifestement G/G2 < G/Gx, on a G/G2 — G/Gx. On peut done trouver un

modele M oil GX[M] est denombrable et |G/G2(M)| > 2s". Or chaque element de G

agit par conjugasion sur G,, et les permutations de G, induites par les elements a et

b sont egales si et seulement si a = b modulo CG(GX). Or il n'y a pas plus de 2S°

telles permutations, d'oii il decoule qu'il y a une infinite d'elements de G differents

modulo G2 (done aussi modulo 77) mais egaux modulo CG(GX), ce qui est parfaite-

ment grotesque puisque 77 est d'indice fini dans CG(GX). Done G = G, • 77, et

puisque G/Gx - 77/77 n G,, G/Gx < 77.

Si on suppose maintenant G semi-simple, alors G, n 77 est abelien normal, done

fini. Done 77 est - -equivalent a 77/77 n Gx, lui meme isomorphe a G/Gx.   □

Terminons la preuve de la Proposition 3: Dans le cas oil Kl+X/K, est independant

avec chacune des formules 77/, c'est a dire oil Kl+X/Kt n'est pas inferieure a K,, il

suffit d'ajouter a la famille Jf, la composante connexe du centralisateur de Kt dans
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Dans l'autre cas, disons que Kl+X/K, est --equivalent a 770 e $Cl, et soit G0 le

sous-groupe de K, engendre par U( Jf, - {770}). Alors K/+x/G0 est X rcategorique,

--equivalent a Kl+X/K„ et non inferieur a G0. Soit done 77 la composante connexe

du centralisateur de G0 dans Kl+X (qui contient 770). II suffit done, pour obtenir la

famille J(?l+X de remplacer 770 par 77 dans la famille Jf,.   □

3.2. Ce theoreme est evidemment a rapprocher du theoreme de geometrie algebrique

disant qu'un groupe algebrique semi-simple et connexe est engendre par un nombre

fini de sous-groupes normaux et simples, commutant entre eux. On peut naturelle-

ment se demander si un groupe X-categorique semi-simple est, a un groupe fini

pres, le produit de groupes simples, ou meme s'il est necessairement lui meme

simple. Je ne connais pas la reponse a ces questions, mais il faut remarquer que la

derniere n'a de sens que si on restreint le langage: sinon il suffit de prendre G X G,

oil G est un groupe simple X-categorique, avec deux predicats unaires pour

interpreter {e}xGetGX{e}, etun symbole de fonction qui sera un isomor-

phisme entre ces deux projections.

4. Considerons maintenant un groupe G de rang de Morley fini, connexe. II n'y a

qu'un seul groupe definissable normal connexe 7? tel que G/R soit semi-simple. Cela

montre en fait que 7? est definissable sans parametre. On va voir que dans le cas oil G

est semi-simple, les differents groupes 77, de la Proposition 3 sont aussi pratiquement

definissables sans parametre.

On va montrer exactement que si / est un automorphisme de la structure M

(laissant eventuellement fixes les parametres necessaires a la definition de G), alors/

permutera les 77, [M]. De la, le lecteur pourra montrer que les 77, sont definissables

avec des parametres algebriques (dans Teq, avec les parametres definissant G).

En effet, pour chaque / = 1,2,...,n, /[77,] est un sous-groupe normal connexe de

G, qui de plus est X,-categorique. II existe done necessairement un entier / entre 1 et

n tel que/[77,] est --equivalent a H. Qui plus est, l'application /' -» / ainsi definie

est une permutation de {1,2,... ,n}. On va voir que/[77,] est en fait egal a 77y.

Posons G0 = n{ 77^.; 1 < k < n, k # j}; par la Proposition 1,/[77,] commute avec

G0, et il est facile de voir que 77 lui-meme est la composante connexe du centrali-

sateur de G0 dans G. Donc/[77,] c H. En considerant/"1, on deduit que/[77,] = 77y.

5. Terminons par une autre contrainte liant les differents groupes definis a partir

deG.

5.1. Lemme. Supposons que G est un groupe connexe de rang de Morley fini, et soit

G' le groupe derive de G (engendrepar les commutateurs {aba~lb~l; a, b e G}). Alors

G' < G/Z(G). (Z(G) Ie centre de G.)

Preuve. A peu pres evident, car pour n'importe quel groupe G, on a |G'| <

|G/Z(G)| + X0.
Consederons maintenant un groupe G connexe tel que la suite dont il et question

en §111, 3 soit de longeur 3, c'est a dire soit egale a ({e?}, G0, G). Alors il y a trois

possibilites (non exclusives).

(1) G est X-categorique.

(2) G est abelien.
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(3) II existe 77, X-categorique commutant avec G0 tel que G = 77 • G0 et 77 n G0

fini.

En effet supposons que Ton ne soit ni dans le premier, ni dans le second cas. Alors

G0 et G/G0 sont tous les deux X rcategoriques et independants, et si 770 est la

composante connexe du centralisateur de G0 dans G, on sait que G = 770 ■ G0. Si

770 n G0 est fini, alors 77 = 770 convient. Sinon c'est que 770 n G0 = G0; done que

G0 est central dans G et done G' le groupe derive de G, qui est infini puisque G est

non abelien est inferieur a G/G0(Lemme 5.1), et lui est done --equivalent. On voit

alors que G' n G0 doit etre fini (sinon G' et G0 lui seraient tout deux —-equivalents)

et G' • G0 est un sous groupe normal de G contenant strictement G0, done doit etre

egal a G; 77 = G' convient done dans ce cas.

V. Grands groupes abeliens. Ici, on va amehorer, dans le cas d'un groupe de rang

de Morley fini, le theoreme disant que dans un groupe co-stable, il y a un sous-groupe

abelien infini [Ch]. On va montrer que Ton peut choisir ce sous-groupe abelien de

meme cardinalite que le groupe de depart.

1. Proposition. Un groupe G de rang de Morley fini possede un sous-groupe A,

abelien, qui lui est —-equivalent.

Preuve. On peut evidemment supposer le groupe G connexe. On raisonne par

induction sur le rang de G.

Si G n'a pas de sous-groupe normal infini (c'est le cas par exemple si RM(G) = 1),

alors G est Xx-categorique et on sait qu'il contient un sous-groupe abelien infini, qui

lui est done — -equivalent.

Sinon soit 77 un tel sous-groupe connexe maximal; par hypothese d'induction, il

existe A c 77, A groupe abelian et A - 77. On sait aussi que G/77 est X j-categorique.

Si G/77 < 77, alors A - G, et c'est fini; sinon on distingue encore plusieurs cas

(1) Si CG(H) # G, alors par hypothese d'induction il existe un groupe B c CC(H)

abelien, avec B - CC(H). Alors AB est abelien, et par le Lemme 3.1, §IV; AB ~ G.

(2) Si G est abelien, il n'y a rien a faire.

(3) Dans le cas restant le groupe G' engendre par les commutateurs de G est

— -equivalent a G/77 (§IV, 5.1), et possede un sous-groupe B abelien infini. Alors

AB est toujours commutatif et —-equivalent a G.    □

2. Proposition. 5/ G est un groupe resoluble de rang de Morley fini, il possede un

sous-groupe normal abelien A tel que A(v) - G(v).

Preuve. Le raisonnement ressemble a ceux qui precedent. On suppose encore G

connexe, et il faut maintenant montrer par induction sur le rang de G que si G est

normal dans H et resoluble, alors il existe A c G, A - G, normal dans 77 et abelien.

On utilise toujours les memes ingredients, et on laisse done la demonstration au

lecteur.

VI. Conclusion. On peut etre tente de generaliser les resultats de cet article.

II n'y a guere de problemes pour les groupes superstables de rang fini. II faut, au

lieu des paires de Vaught, utiliser l'ordre de domination t> (voir [LSI]) et les groupes

infiniments definissables comme dans [BL]. On obtient ainsi que ces groupes n'ont
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qu'un nombre fini de dimensions et on peut classifier les modeles XE-satures. On

peut aussi voir que si G est superstable de rang fini, semi-simple, alors G est

isomorphe a n,e/77,/7v, ou les 77, sont des sous-groupes definissables de G,

unidimentionnels, et K un sous-groupes fini.

Si G est co-stable et U(G) est fini, alors U(G) = RM(G). Pour voir ceci, il suffit de

construire, d'une faejon analogue a ce qui a ete fait pour la §111 une suite {e} = G0

c G, c • • ■ c G„ = G avec n ^ U(G) et chaque Gi+X/G, unidimentionnel. II suffit

de savoir alors qu'une theorie unidimentionnel et co-stable est X rcategorique, et que

pour celle-ci, le rang U est egale au rang de Morley.

On sait qu'il existe des groupes co-stables qui ne sont pas bornes (les corps

differentiellement clos par exemple). II n'y a done pas d'espoir dans ce sens. En fait,

les exemples connus ne sont pas classifiables meme en admettant pour invariants des

choses beaucoup plus compliquees qu'une suite de cardinaux: dans la terminologie

de Shelah, on dit qu'ils ont la D.O. P. (voir [SH2]). Je conclurai done par la question

suivante: existe-t-il des groupes co-stables non bornes, mais n'ayant pas la D.O.P.?
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